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คํานํา 
 
 ความเจริญกาวหนาทางวิทยาศาสตร และเทคโนโลย ี  เปนปจจัยประการสําคญัในการขับเคลื่อน
ประเทศใหกาวพนจากความลาหลัง ออนแอ ไปสูสังคมใหมท่ีมีความทันสมยั เขมแข็ง เพรียบพรอมดวย
แสนยานุภาพและพลังอํานาจ ท้ังในดานการศึกษา การเมือง การทหาร เศรษฐกิจ การคา และการลงทุน 
 สําหรับประเทศไทย แมในชวงสองทศวรรษที่ผานมาจะไดอาศัยความเจริญกาวหนาดานวิทยาศาสตร 
และเทคโนโลยี เปนพื้นฐานในการเปลี่ยนผานจากประเทศกําลังพัฒนา ไปสูประเทศอุตสาหกรรมใหม         
ท่ีสามารถพึ่งพาตนเองไดในหลายๆ ดาน แตกย็ังมิอาจทัดเทียมกบันานาอารยประเทศ จําเปนอยางยิ่งท่ี
ทุกหนวยงาน/องคกร จะผนึกกาํลังกันในการสรางจิตสํานัก และผลักดันใหคนในชาต ิโดยเฉพาะเยาวชน
ไดตระหนัก ตื่นตัว หันมาสนใจใฝเรียนรูวิทยาการ และประดษิฐคิดคนนวัตกรรมใหมๆ อยางตอเนื่อง 
 การจัดพมิพหนังสือ “ พีชคณิตคิดเพ่ือชาติ ” เลมน้ี เปนสวนหน่ึงของปณิธานรวมในการกระตุน
และสงเสริมเยาวชนในวัยเรียนรวมทั้งผูท่ีสนใจใฝรู ใหไดมีโอกาสฝกคิดเพื่อแกไขโจทยปญหาใหมๆ          
ท่ียังไมแพรหลาย ซึ่งผูเขียนไดเพียรพยายามรวบรวมจากคายคณิตศาสตรประเทศตางๆ รวมท้ังโจทย    
ท่ีใชในการแขงขันคณิตศาสตรระดับนานาชาติ (โอลิมปกวิชาการ) โดยใชพื้นความรูไมเกนิมัธยมศึกษา
ตอนตน 
 อน่ึงหนังสือเลมน้ีเปนผลงานชุดท่ีสองของผูเขียน จะคูกับชดุแรกคือ “ เรขาคณิตคิดไมยาก ”  
ซึ่งใชความรูไมเกินมัธยมศกึษาตอนตนในการแกไขโจทยปญหาระดับนานาชาติเชนเดียวกัน 
 หวังเปนอยางยิ่งวา หนังสือเลมน้ีจะมีสวนชวยกระตุนตอมคิด สรางความอยากรู-อยากเห็น  
ความทาทายใหมๆ ทางวิชาการ และสานฝนเยาวชนไทยใหมจีินตนาการที่กาวไกล เกี่ยวกบัวิทยาศาสตร
และเทคโนโลยีอยางไมส้ินสุด 
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คําปรารถของผูเขียน 
 
 หนังสือ พีชคณิตคิดเพ่ือชาต ิ เลมน้ีไดรวบรวมโจทยพีชคณิต ซึ่งประเทศตางๆ ใชในการแขงขัน
เพื่อคัดเลือกนักเรียนในแตละประเทศนั้นๆ เพื่อเปนตัวแทนของประเทศไปแขงขันคณิตศาสตรโอลิมปก  
ซึ่งผูเขียนเห็นวาเปนประโยชนตอนักเรียนและผูสนใจที่จะฝกทักษะ กระบวนการในการแกโจทยปญหา
อันเปนสิ่งสําคัญท่ีจะทําใหเกิดการพัฒนาการทางดานคณิตศาสตร มีความคดิริเริ่มสรางสรรค 
 ผูเขียนขอขอบพระคุณคณาจารยในกลุมสาระการเรียนรูคณิตศาสตรโรงเรียนเตรียมอุดมศึกษา ซึ่ง
ใหกําลังใจและคําปรกึษา สุดทายผูเขียนหวังวาหนังสือ พีชคณิตคดิเพ่ือชาต ิ เลมน้ีจะเปนประโยชนแก
ผูศึกษาคนควาไมมากก็นอย 
 
 

ไมตรี  ศรีทองแท 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  อาจารยไมตรี ศรีทองแท เปนบุคลากรที่มีบทบาทสําคัญ

ทานหนึ่ง ซึ่งคร่ําหวอดในคายคณิตศาสตรโอลิมปกมานาน ทานจบ
การศึกษาดานคณิตศาสตรจากมหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒประสานมิตร 
และเปนลูกศิษยของศาสตราจารย ดร.ณรงค ปนนิ่ม ผูปลุกปนบุคลากรที่มี
ชื่อเสียงทางคณิตศาสตร 

  ปจจุบันอาจารยไมตรี ศรีทองแท เปนอาจารยประจํากลุมสาระการ
เรียนรูคณิตศาสตร โรงเรียนเตรียมอุดมศึกษา และไดรับมอบหมายหนาท่ี
เพิ่มในการสอนและดูแลนักเรียนที่มีความสามารถพิเศษทางดานคณิตศาสตร 
(GIFTED) ของโรงเรียน  
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 เลขยกกําลัง

 
 
1. ความหมายของเลขยกกําลัง 
 
 บทนิยาม ถา a เปนจํานวนใดๆ และ n เปนจํานวนเต็มบวก แลว 
    an = 444 3444 21

ตัว n
a  ... a  a  a ××××  

 
 เรียก an วา เลขยกกําลัง ท่ีมี a เปนฐาน (Base) และ n เปน เลขชีกํ้าลัง (Exponent) 
 อาน an วา “a ยกกําลัง n”  หรือ  “a กําลัง n” 
 
 เชน  3 × 3 × 3 × 3 × 3 × 3 × 3 = 37 อานวา “สามยกกําลังเจ็ด” 
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-  อานวา “ลบเศษหาสวนเกา 

        ท้ังหมดยกกําลังส่ี” 
   t × t × t × t × t  = t5 อานวา “t ยกกําลังหา” 
 
 หมายเหตุ เลขยกกําลังท่ีมีเลขชี้กําลังเปน 1 ไมนิยมเขียนเลขชี้กําลังกํากับไว 
   เชน x1 โดยท่ัวไปมักจะเขียนวา x ซ่ึงมีความหมายเชนเดียวกัน 
 
2. สมบัตขิองเลขยกกาํลัง 
 
 กําหนดให a, b เปนจํานวนใดๆ ท่ีไมใชศูนยและ m, n เปนจํานวนเต็ม จะได 
 1. am × an = am + n (สมบัติการคูณเลขยกกําลัง) 
 2. am ÷ an = am - n (สมบัติการหารเลขยกกําลัง) 
 3. (am)n = amn (เลขยกกําลังท่ีมีฐานเปนเลขยกกําลัง) 
 4. (ab)n = anbn (เลขยกกําลังท่ีมีฐานอยูในรูปการคูณของเลขหลายจํานวน) 
 5. 

n
ba 




  = n

n
b
a  , b ≠ 0 (เลขยกกําลังท่ีมีฐานอยูในรูปการหารของเลขหลายจํานวน) 

 6. a0  = 1 , a-n  =  na
1   และ  an  =  na

1
-   เมื่อ  a ≠ 0 

 7. n a  = a1/n เมื่อ n เปนจํานวนคู และ a ≥ 0 
  n a  = a1/n เมื่อ n เปนจํานวนคี่ และ a เปนจาํนวนจริงใดๆ 
 8. am = a n ก็ตอเมื่อ  m = n 
 9. am = bm ก็ตอเมื่อ  a = b  หรือ  m = 0 
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3. การแกปญหาโจทยโดยใชสมบัตขิองเลขยกกําลัง  
ตัวอยางท่ี 1 จงทําใหเปนผลสําเร็จ 

)(2))(3(427
)(3)8(81

n2nnn
4+nn1n     -

 เมื่อ n เปนเลขจํานวนเต็ม 

วิธีทํา 
)(2))(3(427
)(3)8(81

n2nnn
4+nn1n     -

 = 
))(2(3)(2)(3
)(3)(2)(3

n2nn2n3
4+nn31n4     -

 

  = n2n2n3n
4+n3n44n

2323
323

      

        

⋅⋅⋅
⋅⋅-

 

  = 3(4n - 4)+(n + 4) - 3n - 2n ⋅ 23n - 2n - n 
  = 30 ⋅ 20 
  = 1 × 1 
  = 1 
 
ตัวอยางท่ี 2 จงหาผลลัพธของ 50 + (0.125)-1/3 - (25-1/2)(1251/3)(0.06251/4) 
วิธีทํา ผลลัพธ = 50 + (0.53)-1/3 - (52)-1/2(53)1/3(0.54)1/4 
  = 1 + (0.5)-1 - (5-1) ⋅ (51) ⋅ (0.51) 
  = 1 + 0.51  - (5-1 + 1) ⋅ (0.5) 
  = 1 + 2 - 50(0.5) 
  = 1 + 2 - 1(0.5) 
  = 2.5 
 
ตัวอยางท่ี 3 จงหาคาของ  423 - (42)3 
วิธีทํา เนื่องจาก 423 = (4)23 [423 มี 4 เปนฐาน และ 23 เปนเลขชี้กําลัง] 
   = (4)2 × 2 × 2 = 48 
 และ (42)3 = 42 × 3   [(42)3 มี 42 เปนฐาน และ 3 เปนเลขชี้กําลัง] 
   = 46 
 ดังนั้น  423 - (42)3 = 48 - 46 
    = 46(42 - 1) 
    = 15 × 46 

 
ตัวอยางท่ี 4 ถา 52x = 6251   แลว (216)-x/3 มีคาเทาใด  
วิธีทํา จาก 52x = 6251  
  (52)x = 22 )(5

1  = (52)-2 

 จะได x = -2 
   ∴  (216)-x/3 = (63)-(-2)/3 = 62 = 36 
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ตัวอยางท่ี 5 จงหาคาของ   ...  12  12  12 +++  
 
วิธีทํา  สมมุติให x =  ...  12  12  12 +++  

  ยกกําลังสองท้ัง 2 ขาง ; x2 = 12 +  ...  12  12  12 +++  
    = 12 + x 
   x2 - x - 12 = 0 
   (x - 4)(x + 3) = 0 
   x = 4 หรือ -3 
  แต x = -3 ไมจริง เพราะโจทยใหหาคารากเฉพาะสวนท่ีเปนบวกของจํานวนจริงบวก  
  นั่นคือ    ...  12  12  12 +++  = 4 
   
ตัวอยางท่ี 6 จงหาคาของ  5... 5 5  
 
วิธีทํา  สมมุติให y = 5... 5 5  
  ยกกําลังสองท้ัง 2 ขาง ; y2 = 5 5... 5  
    = 5y 
   y2 - 5y = 0 
   y(y - 5) = 0 
   y = 0 หรือ 5 
  แต y = 0 ไมจริง เพราะโจทยใหหาคารากเฉพาะสวนท่ีเปนบวกของจํานวนจริงบวก  
  นั่นคือ   5... 5 5  = 5 
 
ตัวอยางท่ี 7 จงเรียงลําดับจํานวนจากนอยไปมาก 
 (1) 480 , 560 และ 640 
 (2) 21/3 , 31/4 และ 51/6  
วิธีทํา (1) พิจารณา 480 = (44)20 = (256)20 
   560 = (53)20 = (125)20 
   640 = (62)20 = (36)20 
 เรียงลําดับคาจากนอยไปมาก ดังนี้ 640 < 560 < 480 
 (2) พิจารณา 21/3 = (21/3)4/4 = (24)1/12 = (16)1/12 
   31/4 = (31/4)3/3 = (33)1/12 = (27)1/12 
   51/6 = (51/6)2/2 = (52)1/12 = (25)1/12 
 เรียงลําดับคาจากนอยไปมาก ดังนี้ 21/3 < 51/6 < 31/4 
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การแยกตัวประกอบของพหุนาม
 

 
1. ทบทวนความหมายการแยกตัวประกอบของพหุนาม 
 
 การแยกตัวประกอบของพหุนาม หมายถึง การเขียนพหุนามนั้นใหอยูในรูปการคูณกันของพหุนาม 
 ท่ีมีดีกรีตํ่ากวาหรือเขียนพหุนามนั้นใหอยูในรูปท่ีงายกวา 
 
 (1) x2 - 5x + 6 = (x - 3)(x - 2) ⇒ แสดงการคูณกันของพหุนามท่ีมีดีกรีตํ่ากวา 
      เรียก x - 3 และ x - 2 วาตัวประกอบของ x2 - 5x + 6 
 
 (2) 4x - 16 = 4 (x - 4) ⇒ แสดงวา 4(x - 4) เปนรูปท่ีงายกวาของ 4x - 16 
      เรียก 4 และ x - 4 วาตัวประกอบของ 4x - 16 
 
 (3) 15x2 - 5x - 70 = 5 (3x2 - x - 14) ⇒ แมจะอยูในรูปท่ีงายกวา แตยังไมสําเร็จเพราะ 
      สามารถแยกตัวประกอบของ 3x2 - x - 14 ไดอีก  
      โดยเขียนในรูปการคูณกันของ (3x - 7) และ (x + 2) 
   = 5 (3x - 7)(x + 2) เรียก 5, (3x - 7) และ (x + 2) วาตัวประกอบของ 
      15x2 - 5x - 70 
    
2. วิธีการแยกตวัประกอบของพหุนาม  
 2.1 ดึงตัวประกอบรวม (Common factor) โดยใชสมบัติการแจกแจง  
 ถา a, b, c และ d เปนพหุนามท่ีมี a เปนตัวประกอบรวม  
 จะได ab + ac + ad  =  a(b + c + d)  หรือ  ba + ca + da  =  (b + c + d)a 
 
ตัวอยางท่ี 1 จงแยกตัวประกอบของพหุนามท่ีกําหนดใหตอไปนี้ 
 
วิธีทํา (1) 3a + 9 = 3 a + 3 (3) = 3 (a + 3) 3 เปนตัวประกอบรวม  
 (2) 8 - 4a = 4 (2) - 4 a = 4 (2 - a)  4 เปนตัวประกอบรวม 
 
 (3) 6x2 + 12 = 6 x2 + 6 (2) = 6 (x2 + 2)  6 เปนตัวประกอบรวม 
 
 (4) 4x2 + 2x = 2x (2x) + 2x = 2x (2x + 1)  2x เปนตัวประกอบรวม  
 (5) 7m2 - 21m = 7m (m) - 7m (3) = 7m (m - 3)  7m เปนตัวประกอบรวม 
 
 (6) a2b3c – a3b2c4 + ab5c3  =  ab2c[ab - a2c3 + b3c2]  ab2c เปนตัวประกอบรวม 

พหุนามดีกรี 1 

พหุนามดีกรี 1 พหุนาม 
ดีกรี 0 

พหุนาม 
ดีกรี 1 

พหุนามดีกรี 2 

พหุนามดีกรี 2 พหุนาม 
ดีกรี 0 

พหุนามดีกรี 2 

พหุนามดีกรี 1 
พหุนาม 
ดีกรี 0 
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 2.2 ใชวิธีการจัดกลุมแลวดึงตัวประกอบรวม โดยอาศัยสมบัติการแจกแจง  
 สมบัติการแจกแจง เมื่อ a, b, c และ d เปนพหุนาม  
 จะได  (a + b)(c + d) = (a + b)c + (a + b)d หรือ  (a + b)(c + d)  =  ac + ad + bc + bd  
  = ac + bc + ad + bd   
ตัวอยางท่ี 2 จงแยกตัวประกอบของพหุนามท่ีกําหนดใหตอไปนี้ 
 (1) ax - bx + by + cy - cx - ay = (ax - bx - cx) - (ay - by - cy) 
   = x (a - b - c)  - y (a - b - c) 
   = (a - b - c)(x - y)  
 (2) x3 + 2ax2 + 2a2x + 4a3 = (x3 + 2ax2) + (2a2x + 4a3) 
   = x2 (x + 2a) + 2a2 (x + 2a) 
   = (x + 2a)(x2 + 2a2)  
 2.3 การแยกตัวประกอบของพหุนามโดยใชสูตร  
 1. กําลังสองสมบูรณ 
   (A + B)2 = A2 + 2AB + B2 
   (A - B)2 = A2 - 2AB + B2 
   (A + B + C)2 = A2 + B2 + C2 + 2AB + 2BC + 2CA  
 2. ผลตางกําลังสอง 
   (A - B)(A + B) = A2 - B2 
   A2 - B2 = (A - B)(A + B)  
 3. กําลังสามสมบูรณ 
   (A + B)3 = A3 + 3A2B + 3AB2 + B3 
   (A - B)3 = A3 - 3A2B + 3AB2 - B3  
 4. ผลตางกําลัง n เม่ือ n ≥ 3 
   A3 - B3 = (A - B)(A2 + AB + B2) 
   An - Bn = (A - B)(An-1 + An-2B + An-3B2 + An-4B3 + ... +ABn-2+Bn-1)  
 5. ผลบวกกําลัง n เม่ือ n เปนจํานวนคี่ 
   A3 + B3 = (A + B)(A2 - AB + B2) 
   A5 + B5 = (A + B)(A4 - A3B + A2B2 - AB3 + B4) 
   An + Bn = (A + B)(An-1 - An-2B + An-3B2 - An-4B3 + ... -ABn-2+Bn-1)  
 6. สูตรอื่นๆ 
   A3 + B3 + C3 - 3ABC = (A + B + C)(A2 + B2 + C2 - AB - BC - CA) 
   ถา  A + B + C = 0 จะได A3 + B3 + C3  =  3ABC 

(a - b - c) เปน
ตัวประกอบรวม

(x + 2a) เปน
ตัวประกอบรวม
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ตัวอยางท่ี 3 จงแยกตัวประกอบของพหุนามท่ีกําหนดใหตอไปนี้ 
 (1)  x2 + 2xy + y2 - z2 = (x2 + 2xy + y2) - z2 
    = (x + y)2 - z2  =  (x + y + z)(x + y - z)  
 (2)  a2 + 2a - 4b2 + 8bc - 4c2 + 1 = (a2 + 2a + 1) - (4b2 - 8bc + 4c2) 
    = (a + 1)2 - (2b - 2c)2 
    = [(a + 1) + (2b - 2c)][(a + 1) - (2b - 2c)] 
    = (a + 1 + 2b - 2c)(a + 1 - 2b + 2c)   
 (3) (a + b)3 + (a - b)3 = [(a + b) + (a - b)][(a + b)2 - (a + b)(a - b) + (a - b)2] 
    = (a + b + a - b)(a2 + 2ab + b2 - a2 + b2 + a2 - 2ab + b2) 
    = (2a)(a2 + 3b2)  
 (4)    ba

2  - a64b2  = ab
64ba 33  -  = ab

)16b+4ab+4b)(a (a 2    2 -  
 
 2.4 การแยกตัวประกอบของพหุนามแบบสามพจนแยกเปนสองวงเล็บคูณกัน  
 พหุนาม ax2 + bx + c ท่ีมี ax2 เปนพจนหนา bx เปนพจนกลาง และ c เปนพจนทาย สามารถเขียนใน
รูปผลคูณของตัวประกอบสองวงเล็บโดยใชสมบัติการแจกแจง ดังนี้  
  2.4.1 พหุนามที่อยูในรูป  x2 + bx + c 
 

x2 + bx + c  =  (x + p)(x + q)  เมื่อ  pq  =  c  และ  p + q  =  b 
 
   เชน ถาจะแยกตัวประกอบของพหุนาม x2 + 7x + 12 ทําไดตามขั้นตอนตอไปนี้ 
   ขั้นท่ี 1 แยกตัวประกอบของพจนหนา คือ x2 เปน x กับ x แลวใสเปนพจนหนาในแตละวงเล็บ 
     x2 + 7x + 12 = (x..........)(x..........) 
   ขั้นท่ี 2 แยกตัวประกอบของพจนทาย คือ +12 ใหอยูในรูป p × q ซ่ึงไดหลายแบบ ดังนี้ 
    +12 = 1 × 12 +12 = (-1) × (-12) 
    +12 = 2 × 6 +12 = (-2) × (-6) 
    +12 = 3 × 4 +12 = (-3) × (-4)  
   ขั้นท่ี 3 เลือกแบบซ่ึง p + q เทากับสัมประสิทธิ์ของพจนกลางในโจทย (b) ซ่ึงในท่ีนี้ คือ 3 + 4 = 7 
   ∴  x2 + 7x + 12 = (x + 3)(x + 4)  
  สรุป รูปแบบการแยกตัวประกอบแบบสามพจนแยกเปน 2 วงเล็บคูณกันเปนดังนี้  

     x2 + 7x + 12 = (x + 3)  (x + 4)
3x
4x
7x

x2 12
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  ในกรณีท่ีพจนทายเปนลบ ก็ทําไดในทํานองเดียวกัน เชน จะแยกตัวประกอบของ  x2 + 11x - 12 
  ขั้นท่ี 1 x2 + 11x - 12 = (x..........)(x..........) 
  ขั้นท่ี 2 แยกตัวประกอบของ -12 ซ่ึงไดหลายแบบ 
    -12 = 1 × (-12)  -12 = 2 × (-6)   -12 = 3 × (-4) 
    -12 = (-1) × 12  -12 = (-2) × 6  -12 = (-3) × (4)  
  ขั้นท่ี 3 เลือกแบบที่ p + q = b ซ่ึงในท่ีนี้ คือ (-1) + 12 = 11 
   ∴  x2 + 11x - 12 = (x - 1)(x + 12)  

  สรุป รูปแบบ  x2 + 11x - 12 = (x - 1)     (x + 12)
-x
+12x
+11x

x2 -12

 

  2.4.2 พหุนามที่อยูในรูป  ax2 + bx + c 
 
   ax2 + bx + c  =  (px + q)(sx + t) เมื่อ ps = a, qt = c และ pt + qs = b   
  การแยกตัวประกอบของพหุนามในรูป ax2 + bx + c ทําไดเชนเดียวกับพหุนามในรูป x2 + bx + c 
เพียงแตตองพิจารณาพจนหนาอยางละเอียดเชนเดียวกับพิจารณาพจนทาย ทําใหมีความยุงยากมากกวากรณีท่ี
สัมประสิทธิ์ของพจนหนาเปน 1 ดังท่ีกลาวแลวขางตน 
  เชน จะแยกตัวประกอบของ  20x2 + 16x - 21  
  สังเกตวา พจนหนาแยกไดหลายแบบ ไดแก x กับ 20x, 2x กับ 10x หรือ 4x กับ 5x และพจนทาย      
ก็เชนเดียวกัน ท้ังนี้การแยกตัวประกอบจะถูกตองเม่ือ 

(      )  (      )

ผลคูณบวกกันเทากับพจนกลาง

ผลคูณเทากับพจนทายผลคูณเทากับพจนหนา

20x  + 16x 21 =2 -  

  ∴   20x2 + 16x - 21 = (2x + 3)(10x - 7) 
 การแยกตัวประกอบของพหุนาม ax2 + bx + c เมื่อ b2 - 4ac ≥ 0 เขียนเปนสูตรไดดังนี้   

ax2 + bx + c  =  a
















2a
4ac  b + b + x

2 -
















2a
4ac  b  b + x

2 --  
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 2.5 การแยกตัวประกอบโดยวิธีการทํากําลังสองสมบูรณ 
  2.5.1 การทํากําลังสองสมบูรณโดยการเพิ่มพจนกลาง มีวิธีการดังนี้   
 1. ลักษณะของโจทยเหมือนกับโจทยท่ีแยกโดยวิธีสามพจนแยกเปนสองวงเล็บคูณกัน  
 2. พจนหนาและพจนทายของโจทยจะมีเครื่องหมายเหมือนกันและถอดรากที่สองไดลงตัว   
 3. พจนกลางท่ีนํามาจะเพ่ิมในโจทย โดยการบวกหรือลบหาไดจาก 
  พจนกลาง  = 2 (พจนหนา) (พจนทาย)   
 4. จัดสามพจนแรกใหอยูในรูปกําลังสองสมบูรณ  
 5. แยกตัวประกอบตอโดยวิธีผลตางกําลังสอง   
 
ตัวอยางท่ี 4 จงแยกตัวประกอบตอไปนี้ 
 (1) x4 + x2y2 + y4 

 (2) 64m4 + 1 
 
   
วิธีทํา (1)   x4 + x2y2 + y4 = x4 + 2 44 yx   ⋅  + y4 + x2y2 - 2 44 yx   ⋅  
    = x4 + 2x2y2 + y4 + x2y2 - 2x2y2 
    = (x2 + y2)2 - x2y2 
    = (x2 + y2 + xy)(x2 + y2 - xy) 
    = (x2 + xy + y2)(x2 - xy + y2) 
     
       
 
 (2)  64m4 + 1 = [(8m2)2  + 2 464m  ⋅ 1  + 1]  - 2 464m  ⋅ 1  
    = [(8m2)2 + 2(8m2)(1) + (1)2] - 2(8m2)(1) 
    = (8m2 + 1)2 - (4m)2 
    = [(8m2 + 1) - 4m][(8m2 + 1) + 4m] 
    = (8m2 - 4m + 1)(8m2 + 4m + 1)  
 
 
 
 

พจนกลาง
ท่ีนํามาเพิ่ม

พจนกลาง
ท่ีนํามาเพิ่ม
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  2.5.2 การทํากําลังสองสมบูรณโดยการเพิ่มพจนทาย มีวิธีการดังนี้   
  1. ลักษณะโจทยเหมือนกับโจทยท่ีแยกโดยวิธีสามพจนแยกเปนสองวงเล็บ 
  2. สัมประสิทธิ์ของพจนกําลังสูงสุดตองเปน 1 

  3. พจนทายท่ีนํามาบวกเขา และลบออกจากโจทยหาไดจาก พจนทาย  =  
2

พจนหนา2
พจนกลาง
















 

  4. จัดใหอยูในรูปกําลังสองสมบูรณ 
  5. แยกตัวประกอบตอโดยผลตางกําลังสอง 
 
ตัวอยางท่ี 5 จงหาตัวประกอบของ   
 (1) x2 + 18x - 360 
 (2) 2x2 + 21x - 36 
 
วิธีทํา (1)     x2 + 18x - 360 = {x2 + 18x + (9)2 } - 360 - (9)2 
    = {x2 + 18x + 81} - 441 
    = (x + 9)2 - (21)2 
    = (x + 9 + 21) (x + 9 - 21) 
    = (x + 30) (x - 12) 
 
  
 (2)     2x2 + 21x - 36 = 2 





+ 18  221x  x2 -  

    = 2 




































++

222 421  18  421  221x  x --  

    = 2 


















 ++ 16441  18  421  x 2 -  

 
    = 2 



















 +

22
427  421  x -  

 
    = 2 






 ++ 427  421  x 






 + 427  421  x -  

 
    = 2(x + 12) 








23  x -  
 
    = 2(x + 12) 








2 3  2x -  
    = (x + 12) (2x - 3)    
 

พจนทาย
ท่ีนํามาเพิ่ม

พจนทาย
ท่ีนํามาเพิ่ม
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 2.6 การแยกตัวประกอบแบบระคน  
 เปนการแยกตัวประกอบโดยอาจใชหลายวิธีดังกลาวขางตนในขอเดียวกัน เชน ดึงตัวประกอบรวม ใชสูตร     
แยก 3 พจนเปน 2 วงเล็บคูณกัน หรือทําใหเปนกําลังสองสมบูรณ ขอใหศึกษาจากตัวอยางตอไปนี้ 
 
ตัวอยางท่ี 6 จงแยกตัวประกอบของ 
 (1) x4 - y4 + x3 + x3y - xy3 - y3 
 (2) (x2 + x)2 - 17(x2 + x) + 72  
วิธีทํา (1)   x4 - y4 + x3 + x3y - xy3 - y3 = (x4 - xy3) + (x3y - y4) + (x3 - y3) 
    = x(x3 - y3) + y(x3 - y3) + (x3 - y3) 
    = (x3 - y3)  (x + y + 1) 
    = (x - y)  (x2 + xy + y2) (x + y + 1)  
 (2)    (x2 + x)2 - 17(x2 + x) + 72 = [(x2 + x) - 9][(x2 + x) - 8)] 
    = (x2 + x - 9) (x2 + x - 8) 
 
 2.7 การแยกตัวประกอบโดยใชทฤษฎีบทเศษเหลอื  
ขอสังเกต 1. เรียกพหุนาม  axn + bxn-1 + cxn-2 + .......... วา f(x) 
  เชน  f(x) = x3 + 2x + 1 
    f(x) = x4 + 3x2 - x - 1 
 2. f(a) คือ การหาคา f(x) เมื่อแทนคา x ดวย a 
  เชน  f(x) = x2 
    f(2) = 22 = 4 
        f(-3) = (-3)2 = 9  
 ทฤษฎีบทเศษเหลือ กลาววา ถา f(x) ถูกหารดวย x - a จนเศษที่เหลือ ไมมีเทอม x ปนอยู  
   เศษท่ีเหลือเทากับ f(a) 
 
ตัวอยางท่ี 7 จงหาเศษที่เหลือจากการหาร f(x)  =  x3 - 2x2 + x - 5 ดวย x + 1 
วิธีทํา ให x + 1 = 0  จะได   x = -1 
 จาก  f(x) = x3 - 2x2 + x - 5 
   ∴  f(-1) = (-1)3 - 2(-1)2 + (-1) - 5 
    = -9 
    เศษ = -9 
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 ทฤษฎีตัวประกอบ ถาแทน x ดวย a ลงใน f(x) แลวทําให f(a)  =  0  
  แลว x - a เปนตัวประกอบหนึ่งของ f(x)   
ตัวอยางท่ี 8 จงแยกตัวประกอบของ  x3 + 6x2 + 11x + 6 
วิธีทํา ให   f(x) = x3 + 6x2 + 11x + 6 
 หาคา a จากจํานวนเต็มท่ีหารพหุนามดีกรีศูนยในโจทย (คือ 6) ลงตัวซ่ึงอาจเปน ±1, ±2, ±3 หรือ ±6 
 ทดลองเลือกคา x = -1 ; ได f(-1) = (-1)3 + 6(-1)2 + 11(-1) + 6 
    = -1 + 6 - 11 + 6 
    = 0 
 นั่นคือ เมื่อ x = -1 ทําให f(-1) = 0 แสดงวา x + 1 เปนตัวประกอบหนึ่งของ x3 + 6x2 + 11x + 6 
   ∴  x3 + 6x2 + 11x + 6 = x2(x + 1) + 5x(x + 1) + 6(x + 1) 
    = (x + 1) (x2 + 5x + 6) 
    = (x + 1) (x + 2) (x + 3)  
ตัวอยางท่ี 9  ถา 3x3 - 4x2 + ax + b ถูกหารดวย x2 - 1 ไดลงตัว  จงหาคาของ a, b 
วิธีทํา      1x

b+ax+4x3x
 2

    2 3
 

 
-

-   ลงตัว  Q  x2 - 1  =  (x + 1) (x - 1) 

  ∴  (x - 1) และ (x + 1) หาร  f(x) = 3x3 - 4x2 + ax + b ลงตัว 
   ∴  f(-1) = 3(-1)3 - 4(-1)2 + a(-1) + b  =  0 
   b - a = 7 ...(1) 
    f(1) = 3(1)3 - 4(1)2 + a(1) + b  =  0 
   a + b = 1 ...(2) 
   แกสมการ (1) และ (2) ; จะได    a = -3  ,  b = 4 
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พหุนามและเศษสวนของพหุนาม
 

 
1. นิพจน (Expression)  
 นิพจน หมายถึง ขอความหรือประโยคสัญลักษณ ประกอบดวยคาคงตัวและตัวแปร   
 เชน  2x - 3, 14, y

5  และ  z2 - 6z + 9  เปนตน 
 
2. เอกนาม (Monomial)  
 เอกนาม คือ นิพจนท่ีเขียนอยูในรูปผลคูณของคาคงตัวกับตัวแปรตั้งแตหนึ่งตัวขึ้นไป โดยท่ีเลขชี้กําลังของ    
ตัวแปรตองเปนศูนยหรือจํานวนเต็มบวก   
 ดีกรีของเอกนาม คือ ผลบวกของเลขชี้กําลังท้ังหมดของตัวแปรในเอกนาม  
 

เอกนาม คาคงตัว ตัวแปร ดีกรีของเอกนาม 
- 7

4 x2y2 - 7
4  x, y 4 

6abc 6 a, b, c 3 
- 3

1  - 3
1  - 0 

0 0 - ไมกําหนด  
** หมายเหตุ 1. สําหรับคาคงตัว เรียกวา สัมประสิทธิ์ของเอกนาม 
   2. สําหรับเอกนาม - 3

1 , 0 ไมทราบตัวแปรที่แนนอน 
   3. ไมกลาวถึงดีกรีของเอกนาม 0 เพราะ 0 = 0 × an ทุกคา n ท่ีเปนจํานวนเต็มบวก 
 
3. เอกนามที่คลายกัน 
 
 เอกนามสองเอกนามใด จะคลายกัน ไดก็ตอเมื่อ 
 
 1. เอกนามสองเอกนามนั้นจะตองมีตัวแปรชุดเดียวกัน และ 
 2. เลขชี้กําลังของตัวแปรตัวเดียวกันในเอกนามท้ังสองตองเทากัน  
 
 เชน 3a2 คลายกับ - 2

1 a2 , 16a3b2c คลายกับ -16a3b2c 
 0.5x2y  คลายกับ - 2

1 x2y , 13 คลายกับ 10 
 
 
  

เชน 
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4. การบวก-การลบเอกนามที่คลายกัน  
 เอกนามสองเอกนามใดจะมารวมกันได ก็ตอเมื่อเอกนามท้ังสองจะตองเปนเอกนามท่ีคลายกัน 
 
   ผลบวกของเอกนามท่ีคลายกัน = ผลบวกของสัมประสิทธิ์ × สวนของตัวแปร 
   ผลตางของเอกนามท่ีคลายกัน = ผลตางของสัมประสิทธิ์ × สวนของตัวแปร 
   
 เชน 7a + (3a - 2a) = 7a + (a)  6x2 - (2x2 - 5x2) = 6x2 - 2x2 + 5x2 
   = 7a + a   = 11x2 - 2x2 
   = 8a   = 9x2 

 
5. พหุนาม (Polynomial)  
 พหุนาม คือ เอกนามหรือกลุมผลรวมของเอกนามตั้งแตสองเอกนามขึ้นไป  
 เชน - 3

7 , 13a - 4, x2 + y2, 15
8a2  + a3 + 3

1 a - 7  และ  -19a2b2c2 - 1  เปนตน 
 เอกนามแตละเอกนามของพหุนามเรียกวา พจน   
 พหุนามในรูปผลสําเร็จ หมายถึง พหุนามท่ีไมมีพจนใดคลายกัน  
 ดีกรีของพหุนาม คือ ดีกรีสูงสุดของพจนในพหุนามท่ีอยูในรูปผลสําเร็จ   
 เชน  - 3

7  เปนพหุนามดีกรี 0 , 15
8a2  + a3 + 3

1 a - 7 เปนพหุนามดีกรี 3 
  13a - 4 เปนพหุนามดีกรี 1 , -19a2b2c2 - 1 เปนพหุนามดีกรี 6 
  x2 + y2 เปนพหุนามดีกรี 2 , ในขณะที่ 0 เปนพหุนามท่ีเราจะไมกลาวถึงดีกรี 
   
6. การบวกและการลบพหนุาม 
 

 การหาผลบวกระหวางพหุนามกับพหุนาม ทําไดโดยนําพหุนามท้ังสองมาเขียนในรูปการบวกและ
ถามีพจนใดท่ีคลายกันก็ใหบวกพจนท่ีคลายกันเขาดวยกัน 
 การหาผลลบระหวางพหุนามกับพหุนาม ทําไดโดยการบวกพหุนามท่ีเปนตัวต้ังดวยจํานวนตรงขาม
ของพจนของพหุนามท่ีเปนตัวลบ 

  
ตัวอยาง จงหาผลบวกและผลลบของพหุนาม 9a3 - 9b3, 8a3 - 7a2b + 5b3 โดยใชพหุนามแรกเปนตัวต้ัง  
วิธีทํา ผลบวก (9a3 - 9b3) + (8a3 - 7a2b + 5b3) = 9a3 - 9b3 + 8a3 - 7a2b + 5b3 
   = 9a3 + 8a3 - 7a2b - 9b3 + 5b3 
   = 17a3 - 7a2b - 4b3  
 ผลลบ (9a3 - 9b3) - (8a3 - 7a2b + 5b3) = 9a3 - 9b3 - 8a3 + 7a2b - 5b3 
   = 9a3 - 8a3 + 7a2b - 9b3 - 5b3 
   = a3 + 7a2b - 14b3 
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 หรือ  9a3  - 9b3 9a3   -  9b3  
   8a3 - 7a2b + 5b3 8a3 - 7a2b +  5b3   
  17a3 - 7a2b - 4b3  a3 + 7a2b - 14b3   
 
7. การคูณพหุนาม 
 1. เอกนาม × เอกนาม  
  ผลคูณ คือ (สัมประสิทธิ์ × สัมประสิทธิ์)(ตัวแปร × ตัวแปร) การคูณตัวแปร ใชหลัก am × an = am + n   
  ตัวอยาง 3x2y3 คูณ 6x4y = 18x6y4  
    -12 xyz คูณ 7x2y = -72 x3y2z  
 2. เอกนาม × พหุนาม 
 
  ใชสมบัติการแจกแจง a(b + c + d) = ab + ac + ad   
  ตัวอยาง 12x2y(5x2 - 6xy + y2) = 60x4y - 72x3y2 + 12x2y3 
   -5ab(a2 + 3ab - b2) = -5a3b - 15a2b2 + 5ab3  
 3. พหุนาม × พหุนาม    
 
  ใชสมบัติการแจกแจง (a + b)(c + d) = (a + b)c + (a + b)d 
 
    = ac + bc + ad + bd 
   หรือ (a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd 
 
 
 ตัวอยาง (x - 2)(3x2 - 5) = (x)(3x2) - (x)(5) - (2)(3x2) - (2)(-5) 
   = 3x3 - 5x - 6x2 + 10 
   = 3x3 - 6x2 - 5x + 10 
 
 
 
 
 
 
 
 

+ - 
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8. สูตรการคูณพหุนามท่ีสําคัญ  
  1. ผลตางของกําลังสอง  
   (a + b)(a - b) = a2 - b2   
 2. กําลังสองสมบูรณ  
   (a + b)2 = (a + b)(a + b) = a2 + 2ab + b2 
   (a - b)2 = (a - b)(a - b) = a2 - 2ab + b2  
 3. กําลังสามของผลบวกหรือผลตาง  
   (a + b)3 = (a + b)(a + b)(a + b) = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 
   (a - b)3 = (a - b)(a - b)(a - b) = a3 - 3a2b + 3ab2 - b3  
  4. กําลังสองของพหุนาม 3 พจน  
   (a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2ac + 2bc 
   (a + b - c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab - 2ac - 2bc 
   (a - b - c)2 = a2 + b2 + c2 - 2ab - 2ac + 2bc  
  5. ผลบวกหรือผลตางของกําลังสาม  
   (a + b)(a2 - ab + b2) = a3 + b3 
   (a - b)(a2 + ab + b2) = a3 - b3 
 
9. การหารพหุนาม  
 1. เอกนาม ÷ เอกนาม  
  ใชหลักการหารเลขยกกําลัง am ÷ an = am-n   
  ตัวอยาง 10x y

5xy
3 2
2  = 2x2 , -12x y

9x y
4 3

2 2  = -4x y
3

2
 

 
 2. พหุนาม ÷ เอกนาม  
  ใชหลัก a + b  cd -  = ad  + bd  - cd    
  ตัวอยาง 
  1. 4x   6x  + 10x2x

3 2-  = 4x2x
3  - 6x2x

2  + 10x2x  
    = 2x2 - 3x + 5  
  2. 15x y  + 10x y + 20xy

5xy
2 2 2 2

 = 15x y
5xy

2 2
 + 10x y

5xy
2

 + 20xy5xy
2
 

    = 3xy + 2x + 4y 



บัณฑิตแนะแนว   พีชคณิตคิดเพ่ือชาต ิ 19 

 3. พหุนาม ÷ พหุนาม 
 
  หลักการทํา 

 1. เรียงพจนของพหุนามท้ังตัวต้ังและตัวหารจากกําลังมากไปหากําลังนอย 
 2. ใชวิธีต้ังหาร ถาผลหารไมมีเศษ (เหลือเศษศูนย) เรียกวา หารลงตัว ถาหากหารไปแลวเหลือ
ตัวต้ังมีดีกรี นอยกวาดีกรีของตัวหาร เรียกวา หารไมลงตัว (เหลือเศษ) 

  
 ตัวอยาง 2p4 - 5p2 - p + 1 หารดวย p2 - 2p – 1 
 
  2p2 + 4p + 5 คือผลหาร 

 

1  p    5p          2p 24 +--

13p + 6 เศษ

-

234 2p  4p  2p --
-1  2p  p2 --

-

1  p    3p  4p 23 +--

1  3p   5p2 ++

4p   8p  4p 23 --

5  10p  5p2 --

คูณ 1  2p  p2 -- ดวย  2p2

คูณ 1  2p  p2 -- ดวย  4p

คูณ 1  2p  p2 -- ดวย  5

 
 ∴ (2p4 - 5p2 - p + 1) ÷ (p2 - 2p - 1) = 2p2 + 4p + 5 เศษ 13p + 6  
 4. การหารสังเคราะห  
  เปนการหารพหุนามท่ีรวดเร็วและมีขอจํากัด คือ พหุนามท่ีเปนตัวหาร ตองมีดีกรี 1 คือ อยูในรูป x - c   
 ขั้นตอนในการหารสังเคราะห 
  1. จัดเรียงพจนพหุนามท่ีเปนตัวต้ังจากดีกรีมากไปนอย พจนใดขาดหายไปเติม 0 พจนนั้น 
  2. นําเฉพาะสัมประสิทธิ์ของตัวหารมาตั้งหาร 
  3. ตัวหาร นําเฉพาะคา c มาหาร  
 
ตัวอยาง 
 1.  จงหาร 2x3 - 9 - 5x2  ดวย  x - 3 
     วิธีทํา   เรียงพจน (2x3 - 5x2 + 0x - 9) ÷ (x - 3)  

3 2    -5    +0    -9
0      6    +3    +9
2      1      3      0

คูณ
+ + +

  
     ∴  ผลหาร คือ  2x2 + x + 3 

2.  จงหาร 17 - 9x + 5x2 - 3x3  ดวย  3x - 5 
 วิธีทํา   (-3x3 + 5x2 - 9x + 17) ÷ 3(x - 53 )  

-3    +5    -9    +17
-2    -5    -0    -15
-3    +0    -9    +02

35

  
 ∴ ผลหารคือ 3

9 0x + 3x2  --  เศษ 2 = -x2 - 3 เศษ 2 
 

หาร  2p4 ดวย  p2 ไดผลหาร  2p2
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10. เศษสวนของพหุนาม 
 
 เศษสวนของพหุนาม หมายถึง เศษสวนท่ีมีเศษเปนพหุนามและสวนเปนพหุนามท่ีไมเทากับศูนย 
 
 ถา A และ B เปนพหุนามเรียก B

A  วา เศษสวนของพหุนามท่ีมี A เปนตัวเศษ และ B เปนตัวสวน โดยท่ี B ≠ 0 

ตัวอยาง เศษสวนพหุนาม เชน 5  x
2x
2 -  (เมื่อ x2 - 5 ≠ 0)   หรือ    3   x x

1  2x  3x
3
2

--
--  (เมื่อ x3 - x - 3 ≠ 0) 

 
11. การคูณและการหารเศษสวนของพหนุาม  
 ถา A, B, C และ D เปนพหุนาม โดยท่ี B ≠ 0 และ D ≠ 0 
 
 B

A  × D
C   =  D  B

C  A
×
×  และ B

A  ÷ D
C   =  B

A  × C
D   เมื่อ C ≠ 0 

     
ตัวอยาง   3  2x

3x2
-  ÷ 6  4x

9x5
-  = 3  2x

3x2
-  × 59x

6  4x -  

     = )3)(9x  (2x
3)  2(2x  3x

5
2

-
-×  

     = 33x
2  

 
12. การบวกและการลบเศษสวนของพหนุาม 
 
 ใชหลักการเดียวกันกับการบวกและการลบเศษสวนของเลขจํานวนเต็ม กลาวคือทําตัวสวน 
 ใหมีคาเทากันกอน แลวจึงนําตัวเศษมาบวกหรือลบกัน จากนั้นทําใหเปนเศษสวนอยางตํ่า    
ตัวอยาง   3)  1)(x  (x

2  3x
+-

-  - 1)  2)(x  (x
3  x
-

-
+  = 

.

.

2)  (x 3)  1)(x  (x
2)  (x 2)  (3x
++

+

-
-  - 

.

.

3)  (x 1)  2)(x  (x
3)  (x 3)  (x
++

+
-

-  
 
     = 3)  2)(x  1)(x  (x

4  2x  6x  3x2
++

+
-

--  - 3)  2)(x  1)(x  (x
9  3x  3x  x2
++

+
-

--  
 
     = 3)  2)(x  1)(x  (x

9)  (x  4)  4x  (3x 22
++

+
-

---  
 
     = 3)  2)(x  1)(x  (x

9   x 4  4x  3x 22
++
++

-
--  

 
     = 3)  2)(x  1)(x  (x

5  4x  2x2
++

++
-  
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